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Résumé
Dans ce travail nous nous intéressons au problème de re-
connaissance des expressions faciales en se basant sur une
analyse invariante aux variabilités temporelles des trajec-
toires de matrices vivant sur des variétés Riemannienes
bien définies. Nous considérons l’évolution temporelle des
matrices X des marqueurs de visages pour construire une
trajectoire sur une Grassmannienne G (n,2). Une autre
trajectoire est introduite sur une variété moins connue,
S +(n,2) ou encore le cône des matrices symétriques semi-
définie positives de rang fixe 2. Cette dernière est obte-
nue en considérant l’évolution temporelle des matrices de
Gram XX t obtenues à partir des matrices originales des
marqueurs de visages X. Nous avons développé des outils
géométriques pertinents pour aligner, comparer et calculer
des moyennes statisitiques d’un ensemble de trajectoires
sur les deux variétés Riemanniennes considérées. L’ap-
proche proposée, testée sur la base de données CK+, a
donné des résultats de reconnaissance compétitifs par rap-
port à ceux de la littérature tandis qu’elle ne requiert pas
des techniques d’apprentissage automatique.

Mots Clef
Variété Grassmannienne, variété Riemannienne des ma-
trices symétriques semi-définie positives de rang fixe, tra-
jectoires sur des variétés Riemanniennes, alignement tem-
porel, reconnaissance des expressions faciales.

Abstract
In this work, we address the problem of facial expres-
sion recognition based on a rate-invariant analysis of time-
parametrized curves on special Riemannian manifolds. We
consider the temporal evolution of landmark configura-
tions X (of size n) to draw a trajectory representation
X(t) on G (n,2), the set of 2-frame of Rn, called also a
Grassmann manifold. A second trajectory representation
is also introduced in a less familiar manifold, S +(n,2)
or the cone of symmetric positive semi-definite matrices of
(low) fixed rank 2. The latter is obtained using the Gram
matrices, i.e. XX t , computed from the original landmark

configuration X. We develop relevant geometric tools to
align, average and compare such trajectories on both un-
derlying manifolds. Tested on the CK+ dataset, under com-
monly used experimental settings, the proposed approach
achieved competitive accuracy whereas no Machine Lear-
ning technique required. Both representations are compu-
tationally efficient and allow also invariance to rigid mo-
tions.

Keywords
Grassmann manifold, Riemannian manifold of symmetric
positive semi-definite matrices of fixed rank, trajectories on
Riemannian manifold,temporal alignment, facial expres-
sion recognition.

1 Introduction
La comparaison de séquences faciales est un problème fon-
damental en reconnaissance des expressions faciales. En
plus des propriétés d’invariance telles que l’invariance aux
transformations géométriques nécessaires aux algorithmes
d’analyse des expressions faciales, il faut s’assurer que ces
méthodes sont robustes aux variabilités temporelles des sé-
quences faciales. En effet, des séquences non alignées pro-
duisent des erreurs dans le calcul des métriques lors de la
comparaison des séquences. Par conséquent, les quantités
statistiques, telles que la moyenne des séquences tempo-
relles, ne sont pas pertinentes pour la tâche de classifica-
tion car leurs valeurs sont erronées. La méthode la plus uti-
lisée pour résoudre le probléme de l’alignement temporelle
des caratéristiques temporelles représentant les séquences
est la programmation dynamique (DTW). Bien que cette
approche et d’autres variantes aient été utilisés pour l’ali-
gnement temporelle [21], ces méthodes utilisent des mé-
triques Euclidiennes, et n’exploitent pas la non-linéarité et
la dynamique de l’évolution des caractéristiques extraites
à partir des séquences. Récemment, la géométrie Rieman-
nienne a trouvé un large panel d’applications en vision par
ordinateur telles que la reconnaissance des piétons [17]
et l’analyse des séquences vidéos [2]. Elle offre un cadre
unifié pour calculer des métriques dans des variétés non



linéaires, et permet aussi de faire des calculs statistiques
dans ces variétés. Dans cet article, nous cherchons une re-
présentation suffisamment discriminative pour classer une
séquence donnée à l’une des classes d’expressions faciales
invariantes à la variabilité temporelle et aux mouvement ri-
gides des marqueurs du visage. Nous proposons d’embar-
quer les séquences temporelles des configurations de mar-
queurs du visage dans la variété de Grassmann et dans la
variété de matrices symétriques semi-définies positives de
rang fixe. Ainsi, les séquences sont considérées comme des
trajectoires paramétrées par le temps sur ces deux variétés.
La figure 1 résume l’approche proposée.
Les principales contributions de ce travail sont :

– Une nouvelle représentation géométrique de la dy-
namique des séquences faciales par des trajectoires
paramétrées par le temps sur la variété Rieman-
nienne des matrices symétriques semi-définie po-
sitives de rang fixe.

– Des outils statistiques pour la classification des tra-
jectoires sur ces variétés.

– Une analyse invariante aux variabilités temporelles
en utilisant le DTW (Dynamic Time Warping) ap-
pliqué à ces trajectoires.

Le reste du papier est organisé comme suit : Dans la sec-
tion 2 nous présentons brièvement la géométrie des variétés
étudiées. Dans la section 3 nous décrivons notre approche
proposée. Les résultats expérimentaux et les discussions
sont fournis dans la section 4. Finalement, nous concluons
et présentons quelques perspectives dans la section 5.

2 Fondements théoriques
Dans cette section, nous présentons brièvement les bases
théoriques des variétés Grassmannienne, la variété des ma-
trices symétriques définies positives et la variété des ma-
trices symétriques semi-définies positives de rang fixe.

2.1 Variété Grassmannienne
Soit G (n,k) l’ensemble des sous-espaces vectoriels de di-
mension k de Rn (e.g. G (3,2) est l’ensemble des plans
de dimension 2 de R3) où n > k. Un sous-espace X de
G (n,k), est représenté par une matrice X de taille n× k
dont les vecteurs colonnes forment une base orthogonale de
ce sous-espace. On dit que la matrice X engendre le sous-
espace X .
L’ensemble des matrices de taille n × k avec des vec-
teurs colonnes orthogonaux forme une variété de Stiefel
V (n,k). Les éléments de la Grassmannienne G (n,k) sont
des classes d’équivalence des éléments de V (n,k) de façon
que deux éléments sont équivalents si leurs bases ortho-
gonales engendrent le même sous-espace [15]. Plus préci-
sément, soit une matrice X qui représente un élément de
V (n,k), si on effectue une multiplication à droite de X par
une matrice orthogonale O de taille k× k on obtient une
nouvelle matrice X1. D’une part, X1 représente un autre élé-
ment différent de celui de X dans V (n,k), d’autre part X1
représente le même élément que X dans G (n,k). Ainsi, on

peut noter l’invariance de G (n,k) aux transformations or-
thogonales de Rk.
Une distance géodésique de la variété Grassmannienne est
donnée par la norme l2 du vecteur formé par les angles
principaux entre deux sous-espaces. Etant donnés deux
sous-espaces X1,X2 ∈ G (n,k) engendrés, respectivement,
par X1 et X2, la distance géodésique dG entre X1 et X2 est
définie par :

d2
G (X1,X2) = ∑

i
θ

2
i (1)

Où, θi = cos−1
(

max
ui∈X1

max
vi∈X2

〈ut
i,vi〉

)
, u et v sont les vec-

teurs des bases qui engendrent, respectivement, X1 et X2,
〈., .〉 désigne le produit scalaire dans Rn.

2.2 Variété Riemannienne des matrices sy-
métriques définies positives

Soit S ++(k) l’ensemble des matrices symétriques définies
positives de taille k× k. Une matrice symétrique à coeffi-
cients réels est dite définie positive, si et seulement si, pour
tout x non nul ∈ Rn, xTMx > 0. L’espace de ces matrices
n’est pas un espace vectoriel, si on multiplie une matrice
appartenant à S ++(k) par un scalaire négatif, on obtient
une matrice qui n’est plus définie positive et donc n’ap-
partient plus à S ++(k). En équipant S ++(k) d’une mé-
trique Riemannienne, plusieurs travaux l’ont utilisé pour
étudier la variété Riemannienne des matrices de covariance
[16, 20, 18]. Plusieurs métriques ont été proposées pour
S ++(k), les plus utilisées sont : (1) "affine-invariant me-
tric" [13], (2) "log-euclidean metric" [4]. Dans ce travail,
nous considérons uniquement la métrique "affine-invariant
metric" qui est une vraie métrique Riemannienne. Etant
données deux matrices S1 et S2 ∈S ++(k), la distance géo-
désique est donnée par ,

d2
S ++(S1,S2) = ‖log(S−1/2

1 S2S−1/2
1 )‖F (2)

Où ‖.‖F désigne la norme Frobenius.

2.3 Variété Riemannienne des matrices sy-
métriques semi-définies positives de rang
fixe

Soit S +(n,k) l’ensemble des matrices symétriques semi-
définies positives de taille n×n et de rang k < n. Une ma-
trice symétrique à coefficients réels est dite semi-définie
positive, si et seulement si, pour tout x non nul ∈ Rn,
xTMx ≥ 0. De même que S ++(k), S +(n,k) n’est pas un
espace vectoriel. Bonnabel et al. [6] ont introduit une mé-
trique Riemannienne pour S +(n,k) qui est presque égale
à la somme des métriques dans la Grassmannienne G (n,k)
et la variété des matrices symétriques définies positives
S ++(k). Pour aboutir à ces conclusions, les auteurs de [6]
ont procédé par les factorisations matricielles suivantes :

Y = XX t = (UR)(UR)t =UR2U t (3)
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FIGURE 1 – Vue d’ensemble de l’approche proposée

Où Y ∈ S +(n,k), X est une matrice de taille n× k et de
rang k, U ∈ V (n,k) et R ∈S ++(k).
La première factorisation est effectuée par une décompo-
sition de Cholesky et la deuxième par une décomposition
polaire [8]. Suite à la première factorisation, on peut remar-
quer l’invariance de ces matrices Y ∈S +(n,k) par rapport
aux transformations orthogonales appliquées à la matrice
X .

Démonstration 1. Soit O ∈ O(k) une matrice orthogo-
nale, X1 et X2 deux matrices de taille n× k et de rang
k et Y1,Y2 ∈ S +(n,k) tel que X1 = X2O, Y1 = X1X t

1 et
Y2 = X2X t

2 alors,

Y1 = X1X t
1 = (X2O)(X2O)t = X2OOtX t

2 = X2X t
2 = Y2

Avec la deuxième factorisation, une matrice Y ∈S +(n,k)
peut être représentée par un couple (U,R2) ∈ V (n,k)×
S ++(k). Bonnabel et al. [6] ont identifié une représenta-
tion de S +(n,k) par un espace quotient où les éléments de
S +(n,k) sont des classes d’équivalence du groupe ortho-
gonal O(k) :

S +(n,k)≈ V (n,k)×S ++(k)/O(k) (4)

En se basant sur cette représentation, les auteurs ont intro-
duit une quasi-géodésique reliant deux éléments Y1,Y2 ∈
S +(n,k) ,

γY1→Y2 : [0,1]→S +(n,k)

γY1→Y2(t) =U(t)R2(t)U t(t) (5)

Où U(t) est une géodésique sur la Grassmannienne G (n,k)
et R2(t) est une géodésique sur S ++(k). La longueur de
cette quasi-géodésique représente une mesure de similarité

entre Y1 =U1R2
1U t

1 et Y2 =U2R2
2U t

2,

d2
S +(Y1,Y2) = d2

G (n,k)(U1,U2)+λd2
S ++(k)(R

2
1,R

2
2) (6)

Où λ > 0 est un paramètre qui contrôle la contribution
des distances de S ++(k) et G (n,k). Il est à préciser que
dS +(n,k) n’est pas une distance car elle ne vérifie pas l’in-
égalité triangulaire et que des valeurs faibles de λ sont re-
commandées [6].

2.4 Moyenne intrinsèque
Etant donné L échantillons S1,S2, ..,SL sur une variété
Riemannienne M , nous nous intéressons au calcul d’une
moyenne intrinsèque S̃ qui vit sur cette variété M . En effet,
une moyenne Euclidienne calculée à partir de ces matrices
n’appartiendra pas à cette variété à cause de la non-linéarité
de cet espace. Pour remédier à ce problème, nous utili-
sons la métrique dM définie sur M pour le calcul d’une
moyenne intrinsèque S̃ ∈M selon :

S̃ = arg min
S∈M

L

∑
i=1

dM (S,Si)
2, (7)

qui minimise l’erreur quadratique moyenne en utilisant une
métrique appropriée dM [9]. Des algorithmes itératifs ont
été proposé pour résoudre ce problème pour G (n,k) [15] et
S ++(k) [5].
Dans [6], les auteurs ont introduit une moyenne intrin-
sèque Ỹ ∈ S +(n,k) de deux éléments Y1 = U1R2

1U t
1 et

Y2 =U2R2
2U t

2 ∈S +(n,k) :

Ỹ = ŨR̃2Ũ t (8)

Où Ũ est une moyenne intrinsèque de U1 et U2 dans
G (n,k) et R̃2 est une moyenne intrinsèque de R2

1 et R2
2 dans



S ++(k).
Pour calculer une moyenne intrinsèque d’un ensemble
d’éléments sur S +(n,k), nous proposons de calculer une
moyenne intrinsèque des matrices obtenues après la facto-
risation sur G (n,k) selon la méthode décrite dans [15] et
une autre moyenne sur S ++(k) selon [9]. La moyenne de
cet ensemble d’échantillons sur S +(n,k) est obtenue en
combinant les deux moyennes selon l’équation (8).

3 Représentation des séquences fa-
ciales par des trajectoires sur des
variétés Riemanniennes

Pour analyser les séquences faciales, nous nous sommes in-
téressés uniquement aux marqueurs des visages et leur évo-
lution temporelle. Dans ce contexte, plusieurs travaux ont
représenté l’évolution temporelle des marqueurs par des
trajectoires paramétrées par le temps sur des variétés Rie-
manniennes bien définies : variété Grassmannienne [14, 1],
espace de formes de Kendall [3], etc. Dans cette section,
nous introduisons une nouvelle approche pour représenter
les marqueurs des visages et leur évolution temporelle par
des trajectoires de matrices de Gram qui vivent sur la Va-
riété Riemannienne des matrices symétriques semi-définies
positives de rang fixe 2. Nous commençons par aligner ces
trajectoires dans le temps pour avoir une distance signifi-
cative entre elles. Ensuite, nous présentons quelques outils
permettant de les analyser.

3.1 Trajectoires de marqueurs de visages
La représentation par des marqueurs de visages est une
technique très utilisée pour modéliser approximativement
la géométrie des visages. Dans un premier temps, en s’ins-
pirant de [14], nous avons modélisé la géométrie du vi-
sage par une matrice X = [(x1,y1),(x2,y2), . . . ,(xn,yn)]

t ,
de taille n× 2 où n représente le nombre de marqueurs
pour un visage. Après des procédures d’orthogonalisation
et de centrage, ces matrices vivent sur une Grassmannienne
G (n,2) que nous avons présentée dans la section 2.1.
En se basant sur cette représentation, nous proposons dans
notre travail de représenter chaque trame par une matrice
Y = XX t de taille n× n appelée matrice de Gram. D’une
part, ces matrices sont très riches car elles décrivent la
corrélation entre les coordonnées des marqueurs du vi-
sage et donc, les petits déplacements des marqueurs seront
plus prononcés dans ces matrices. D’autre part, elles per-
mettent de représenter et analyser les matrices des mar-
queurs X sans passer par une orthogonalisation qui en-
gendre une perte d’information. Les matrices de Gram sont
symétriques semi-définies positives et de rang égal à celui
de la matrice primitive ,i.e. rang(Y ) = rang(X). Dans notre
cas, on peut remarquer que rang(X) = 2, et donc ces ma-
trices de Gram ont un rang fixe égal à 2 et vivent sur la
variété Riemannienne S +(n,2) des matrices symétriques
semi-définies positives de rang 2 qui a été présentée dans la
section 2.3. Il est à préciser que nous n’effectuons pas une

décomposition de Cholesky comme indiqué dans l’équa-
tion (3). En effet, les matrices primitives des marqueurs X
vérifient les conditions de la première factorisation (X est
une matrice de taille n× 2 et de rang 2) et sont utilisées
pour la deuxième factorisation.
En considérant la succession de ces matrices, l’analyse des
séquences faciales revient à analyser les trajectoires de ces
matrices sur les variétés sur lesquelles elles vivent. Une
trajectoire sur une variété Riemannienne M qui généra-
lise S +(n,2) et G (n,2) peut être considérée comme une
courbe α : I→M , où I désigne le domaine temporel.
Un autre avantage de ces représentations, est l’invariance
des marqueurs aux rotations de R2 due à l’invariance
aux transformations orthogonales mentionnée dans les sec-
tions 2.1 et 2.3. Ainsi, l’alignement spatial des marqueurs
de visage n’est pas nécessaire avant l’analyse de ces trajec-
toires.
Veuillez noter que nous utilisons une notation (M ,dM )
pour généraliser (G (n,2),dG (n,2)) et (S +(n,2),dS +(n,2)).

3.2 Re-échantillonnage adaptatif des trajec-
toires

Un outil important dans notre approche consiste à augmen-
ter ou réduire le nombre d’échantillons dans une trajec-
toire.
D’une part, l’augmentation des échantillons implique une
plus haute résolution temporelle des séquences qui garan-
tie une meilleur performance dans l’alignement temporel
ou le calcul de la moyenne des séquences temporelles.
Pour augmenter le nombre d’échantillons d’une trajectoire,
nous cherchons les formes de visages qui ont des distances
maximales par rapport à l’échantillon précédent et nous
générons un nouvel échantillon entre eux, défini par la
moyenne géométrique de l’échantillon et son précédent.
D’autre part, pour réduire les échantillons, nous sup-
primons de la séquence les échantillons ayant les dis-
tances minimales par rapport à l’échantillon précédent. En
d’autres termes, nous éliminons les échantillons les moins
importants représentant des formes de visages similaires à
celles qui les précédent. La réduction des échantillons nous
permet de réduire les temps de calcul.

3.3 Alignement temporel des trajectoires

Pour pouvoir comparer et analyser les séquences faciales,
nous devons tenir compte des variabilités temporelles qui
peuvent survenir. L’alignement temporel des séquences fa-
ciales, qui sont représentées par des trajectoires sur des va-
riétés Riemanniennes consiste à aligner dans le temps ces
trajectoires.
Etant donnée une variété Riemannienne M équipée d’une
métrique dM et deux trajectoires sur M : α1(t), α2(t) :
I→M où I désigne le domaine temporel, le problème de
l’alignement des deux trajectoires α1 et α2 revient à trouver
la fonction de re-paramétrisation optimale γ? appliquée sur
l’une des trajectoires et minimisant la distance entre elles



selon,

γ
? = argmin

γ∈Γ

∫
I
dM (α1(t),α2(γ(t))dt (9)

Où Γ désigne l’ensemble des fonctions croissantes γ : I→
I. La méthode la plus utilisée pour résoudre ce problème
d’optimisation est l’algorithme de Dynamic Time Warping
(DTW). L’adaptation du DTW pour des séquences de ma-
trices vivant sur des variétés Riemanniennes peut être fait
en considérant la métrique appropriée au lieu de la distance
Euclidienne.

3.4 Calcul d’une trajectoire moyenne
Pour générer des modèles pour les différentes expressions
faciales, nous proposons de calculer une séquence faciale
moyenne par expression faciale tout en respectant les va-
riabilités temporelles qui peuvent survenir. Les séquences
faciales étant représentées par des trajectoires sur une va-
riété Riemannienne M , le problème du calcul de cette
moyenne revient à calculer une trajectoire moyenne in-
trinsèque à la variété M tout en respectant les variabili-
tés temporelles. Pour cela, nous procédons comme suit :
La trajectoire moyenne est initialisée aléatoirement à l’une
des trajectoires en entrée. Ensuite, nous alignons dans le
temps ces trajectoires à la trajectoire moyenne en utilisant
le DTW introduit dans la section 3.3. Une nouvelle trajec-
toire moyenne est obtenue en calculant une moyenne in-
trinsèque (élément par élément) de toutes les trajectoires
comme présenté dans la section 2.4. Finalement, nous ité-
rons ces étapes jusqu’à convergence atteinte lorsque la
distance dM entre la nouvelle trajectoire moyenne et la
trajectoire moyenne courante est inférieure à un certain
petit seuil ε . Nous pouvons noter qu’une étape de re-
échantillonnage des trajectoires, comme mentionné dans la
section section 3.2, est nécessaire pour avoir un nombre
fixe d’échantillons pour toutes les trajectoires.

4 Résultats expérimentaux
Pour illustrer l’efficacité de l’approche proposée et compa-
rer les deux métriques étudiées dans ce travail (trajectoires
sur G (n,2) et S +(n,2)), nous avons utilisé la base de don-
nées CK+.

4.1 Corpus de test
La base de données CK+ (The Cohn-Kanade Extended Fa-
cial Expression) [12] a été développé pour l’analyse et la
synthèse des expressions faciales. Elle contient 123 sujets
et 593 séquences d’images frontales. Parmi ces sujets, 118
ont été annotés par les sept expressions universelles (la co-
lère, le mépris, le dégoût, la peur, la joie, la tristesse et la
surprise). Les visages sont annotées avec 68 marqueurs en
deux dimensions que nous utilisons dans notre approche.

4.2 Calcul des distances à la première et pré-
cédente trame

Afin d’illustrer les phases temporelles d’une expression fa-
ciale, nous calculons les distances par rapport au premier

élément d’une trajectoire, qui correspond à l’état initial
d’une personne. Le calcul des distances des autres éléments
de la trajectoire par rapport au premier élément nous per-
met de quantifier l’intensité des déformations du visage
comparée à l’état initial (voir figure 2 (gauche)).
Les distances par rapport à la trame précédente sont très
utiles pour quantifier l’intensité des déformations du visage
entre deux trames successives (voir figure 2 (droite)).

FIGURE 2 – Deux exemples de l’évolution des distances à
la première et précédente trame en utilisant les métriques
définies sur G (n,2) et S +(n,2).

4.3 Alignement des trajectoires et calcul
d’une trajectoire moyenne

Pour montrer l’importance de l’alignement temporel avant
la comparaison des séquences comme indiqué dans la sec-
tion section 3.3, nous avons sélectionné deux séquences de
la base CK+ de deux sujets effectuant la même expression
faciale (la joie) avec des variabilités temporelles (voir la
partie gauche de la figure 4). Les résultats de l’alignement
temporel de ces séquences sur G (n,2) et S +(n,2) sont
donnés par la partie droite de la figure 4. Nous rappelons
que les distances à la première trame sont utilisées comme
indiqué dans la section 4.2 pour illustrer les phases tem-
porelles avant et après l’alignement temporel. La figure 3
montre les fonctions de re-paramétrisation après l’aligne-
ment sur G (n,2) et S +(n,2). On remarque une différence
peu significative entre les deux courbes entre la trame 5 et
la trame 15 qui peut être vue dans la partie gauche de la
figure 4 où, l’alignement dans S +(n,2) est visuellement
plus performant que dans G (n,2).

FIGURE 3 – Fonctions de re-paramétrisation des deux
trajectoires (introduites dans la Figure 4) sur G (n,2) (en

bleu) and S +(n,2) (en rouge).



FIGURE 4 – Gauche : Distances à la première trame avant l’alignement temporel ; Droite : Après l’alignement temporel.

Pour montrer l’efficacité de la méthode proposée du cal-
cul de la moyenne spatio-temporelle des séquences, nous
avons calculé une trajectoire moyenne dans G (n,2) et
S +(n,2) de toutes les séquences de la classe "joie" (69
séquences) comme décrit dans la section 3.4. La figure 5
montre 5 trames de chaque trajectoire moyenne obtenue.
On remarque visuellement que la trajectoire moyenne dans
S +(n,2) 1 montre des déformations plus accentuées que
celle dans G (n,2). Veuillez noter que nous avons choisi une
rotation arbitraire pour visualiser les marqueurs puisque
notre approche est invariante aux rotations de R2.

FIGURE 5 – Trajectoires moyennes (haut) sur G (n,2) et
(bas) sur S +(n,2), calculées à partir de 69 sujets

effectuant l’expression joie de la base CK+.

1. Nous avons appliqué une décomposition de Cholesky sur les ma-
trices de Gram pour visualiser la configuration des marqueurs correspon-
dante.

4.4 Reconnaissance des expressions faciales
Afin de valider notre représentation et évaluer la robustesse
des outils statistiques introduits, nous nous sommes inté-
ressés à la reconnaissance des expressions faciales dans
la base CK+. A cet effet, nous avons généré une trajec-
toire moyenne pour chacune des 6 classes (colère, dégoût,
peur, joie, tristesse et surprise). Ensuite, nous avons ali-
gné toutes les séquences (trajectoires) de test à ces trajec-
toires moyennes comme indiqué dans la section 3.3. Fina-
lement, nous avons utilisé la méthode du plus proche voi-
sin pour prédire la classe de la séquence de test. En suivant
le protocole expérimental le plus utilisé pour cette base de
données [19, 11, 14, 7], nous avons effectué une valida-
tion croisée (leave-one-subject-out). En utilisant des tra-
jectoires sur S +(n,2) nous avons obtenu un taux de re-
connaissance moyen de 87.7% dépassant celui des trajec-
toires dans G (n,2) de 1.8% (et donc 5 séquences sont re-
connues en plus). Cette amélioration est illustrée plus en
détails dans les matrices de confusion (figure 6) où la joie,
la colère, la surprise et le dégoût sont un peu plus reconnus
dans S +(n,2).
Impact du paramètre λ – Nous rappelons que la métrique
définie sur S +(n,2) dans l’équation (6) fait intervenir un
paramètre λ > 0 qui contrôle la contribution des métriques
sur la Grassmannienne G (n,2) et S ++(2). Bonnabel et
al. [6] recommandent d’utiliser des petites valeurs pour ce
paramètre. Des résultats de reconnaissance pour différentes
valeurs de λ sont illustrés dans la figure 6. Une meilleure
performance est obtenue pour une valeur de λ = 0.01 qui
est maintenue pour le reste des expérimentations.
Différences entre G (n,2) and S +(n,2) – Comme indi-
qué dans l’équation (6), la mesure de similarité (qui n’est



FIGURE 6 – De gauche à droite - Matrice de confusion de la reconnaissance des trajectoires sur G (n,2) ; Taux de
reconnaissance pour différentes valeurs de λ ; Matrice de confusion de la reconnaissance des trajectoires sur S +(n,2).

pas une distance) contient deux termes. Le premier terme
se résume à la métrique de la Grassmannienne qui décrit
la forme construite par les marqueurs, et le deuxième en-
code la corrélation entre ces marqueurs et se résume à la
métrique sur S ++(2). Le paramètre λ discuté dans la sec-
tion précédente permet de contrôler la contribution de ces
deux termes. En considérant uniquement le premier terme
(λ = 0), l’étude sur S +(n,2) se résume à celle sur G (n,2).
En ajoutant le deuxième terme, le taux de reconnaissance
passe de 86.08% à 87.87% pour une valeur de λ = 0.01.
Impact de la résolution des trajectoires – Un autre
paramètre important dans notre approche est le nombre
d’échantillons à considérer dans une trajectoire. En ef-
fet, les trajectoires qui représentent les séquences doivent
contenir le même nombre d’échantillons (trames) pour
pouvoir être comparées. A cet effet, nous avons utilisé
la méthode de re-échantillonnage adaptatif décrite dans la
section 3.2. Le meilleur taux de reconnaissance est obtenu
pour une valeur de 50 échantillons.
Impact de l’alignement temporel (DTW) – Pour quan-
tifier la contribution de l’alignement temporel des trajec-
toires, nous avons réalisé les mêmes expériences sans ap-
pliquer le DTW. La performance de notre approche avec
des trajectoires sur G (n,2) diminue de 86.08% à 78.96%
et de 87.87% à 79.05% avec des trajectoires sur S +(n,2).
Complexité de calcul – Un avantage de notre méthode est
son efficacité en termes de temps d’exécution. Contraire-
ment à [7], notre approche ne nécessite aucune normalisa-
tion pour une analyse invariante aux rotations de R2. Dans
le tableau 1, nous présentons le temps d’exécution 2 néces-
saire (en millisecondes) pour comparer deux trajectoires ar-
bitraires avec et sans alignement temporel (DTW). Nous
rappelons que nous utilisons 68 marqueurs pour chaque
visage et que le nombre d’échantillons considérés pour
chaque trajectoire est égal à 50.
Étude comparative avec l’état de l’art – Dans la littéra-
ture plusieurs travaux ont choisi la base de données CK+
pour évaluer leurs méthodes. Dans notre étude, nous nous
comparons uniquement aux travaux basés sur une représen-
tation par les marqueurs du visage sans considérer l’infor-

2. Notre programme Matlab est exécuté sur un ordinateur avec un pro-
cesseur 2.8 GHZ CPU.

TABLE 1 – Temps d’exécution de la comparaison de deux
trajectoires sur G (n,2) et S +(n,2).

Trajectoires sur Sans DTW Avec DTW
G (n,2) 1.055 78.985

S +(n,2) 10.118 148.645

mation donnée par l’image couleur. Notre approche donne
des résultats comparables à ceux de l’état de l’art tandis
qu’elle ne requiert aucune technique d’apprentissage auto-
matique. Comme le montre le tableau 2, le taux de recon-
naissance que nous avons obtenu dépasse celui de toutes
les méthodes existantes à l’exception de [7]. En particulier,
tandis que Taheri et al. [14] représentent les séquences par
des trajectoires sur G (n,2) et calculent les vecteurs vélo-
cités pour les utiliser dans un classifieur SVM, notre ap-
proche se base sur une métrique appropriée. De plus, le
calcul de ces vecteurs vélocités est coûteux en termes de
temps d’exécution.

TABLE 2 – Étude comparative de la méthode proposée
avec les méthodes existantes (basées sur les marqueurs de

visages) sur la base CK+

Méthode RR (%)
Taheri et al. [14] 85.8
Wang et al. [19] 86.3

Li et al. [10] 87.43
Ghimire et al. [7] 97.35
Traj. sur G (n,2) 86.08

Traj. sur S +(n,2) 87.87

Dans [7], les auteurs obtiennent un taux de reconnaissance
de 97.35% en utilisant un classifieur SVM sur des des-
cripteurs géométriques (distances et angles entre les mar-
queurs) boostés par AdaBoost. Cette représentation rend
l’approche sensible aux systèmes de détection et suivi des
marqueurs. De plus, cette approche requiert, (1) une nor-
malisation géométrique pour chaque trame de la séquence,
(2) un nombre de trames fixe pour toutes les séquences
qui est obtenu par une interpolation linéaire tandis qu’une



interpolation non-linéaire par les géodésiques est utilisée
dans notre approche.

5 Conclusions
Dans ce travail, nous avons proposé une nouvelle approche
géométrique pour modéliser la dynamique des séquences
faciales. Les matrices de Gram relatives aux matrices des
coordonnées des marqueurs des visages ont été utilisé pour
représenter chaque trame d’une séquence. L’évolution tem-
porelle des marqueurs est étudiée en considérant des tra-
jectoires paramétrées par le temps sur la variété Rieman-
nienne des matrices symétriques semi-définie positives de
rang fixe. L’adaptation du DTW pour des trajectoires sur
ces variétés a résolu le problème de variabilités temporelles
des séquences. Nous avons aussi introduit une trajectoire
moyenne qui tient en compte des variabilités temporelles.
En utilisant un simple classifieur basé sur l’algorithme du
"plus proche voisin" par rapport à ces modèles, les résultats
de reconnaissance obtenus sont comparables par rapport à
ceux de la littérature.
Combiner notre approche de représentation avec des tech-
niques avancées d’apprentissage automatique sur ces tra-
jectoires pourrait augmenter nos résultats de reconnais-
sance. Une extension de ce travail pourrait aussi inclure
l’utilisation d’autres informations sur les séquences fa-
ciales telles que la texture ou l’image 3D.
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